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Resumen. Las simulaciones numeéricas de problemas multifisica se han vuelto populares en una gran
cantidad de aplicaciones ingenieriles, tales como las simulaciones de problemas de interaccion fluido-
estructura. Como la complejidad de tales simulaciones ha aumentado debido a la introduccién de otros
fendmenos fisicos, como los termodindmicos y los acusticos, es conveniente considerar estrategias de
solucidn particionadas con el fin de reutilizar algoritmos (denominados solvers) especificos son capaces
de resolver tales problemas independientemente, sin introducir mayores modificaciones a los cédigos. En
éste escenario, es deseable poder utilizar diferentes discretizaciones para cada subdominio del problema.
Sin embargo, esto introduce la necesidad de proyectar soluciones desde la interfaz de un subdominio a
otro, para transferir los desplazamientos y velocidades de los contornos de los subdominios y sincronizar
los solvers. Por lo tanto, en este trabajo un esquema de proyeccién mondtono y conservativo es intro-
ducido y utilizado para acoplar un solver computacional de dindmica de fluidos y uno de dindmica de
estructuras. La precisién y consistencia, asi como también las propiedades de conservacién y monotoni-
cidad, serdn evaluadas sobre dominios 2D cuyas interfaces de interaccién son 1D. Finalmente se hard un
andlisis de las fortalezas y debilidades presentes en el algoritmo de proyeccién de soluciones.
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1. INTRODUCCION

La resolucion de problemas multifisica, tanto académicos como industriales, cada vez mds
complejos y con mayor grado de detalle, ha llevado a que las soluciones numéricas sean ca-
da vez mds frecuentes, requiriendo métodos especificos para el acoplamiento de los dominios
intervinientes. Una de las ramas de la multiffsica involucra a los fendmenos de interaccion
fluido-estructura (o FSI, por fluid-structure interaction) los cuales abarcan un amplio conjunto
de conceptos, tanto de las técnicas puramente numéricas, como de los conocimientos tedricos
asociados a los campos de la fluido dindmica y la mecénica estructural. En este sentido, a partir
de los afios "90, cada vez mds investigadores y desarrolladores de soluciones ingenieriles se
volcaron al estudio de dichos fenémenos, incorporando en la rama FSI todos los conocimientos
adquiridos individualmente en los campos Computational Fluid Dynamics (CFD) y Compu-
tational Structure Dynamics (CSD). Si bien para tal época estas dos ramas ya contaban con
solvers CFD/CSD capaces de representar diversos fendmenos fisicos complejos, no existian
métodos que pudieran vincular las capacidades de resolucion de ambas ramas para simular pro-
blemas multifisica, es decir donde la estructura y el fluido interactiian a través de sus respectivos
contornos. Dicha zona de interaccion se define cominmente como interfaz de acoplamiento.

Asimismo, hoy en dia existen muchas formas de simular computacionalmente la interaccion
entre una estructura y un fluido. Las técnicas mayormente estudiadas son las de acoplamiento
monolitico (Garelli, 2011, p. 29) y acoplamiento particionado (Gatzhammer, 2014). La princi-
pal diferencia entre ambas es que la primera consiste en una aproximacién que aplica un tnico
método de discretizacion al problema de FSI en su conjunto, utilizando un tnico software de re-
solucidn para resolver un sistema de ecuaciones de manera simultdnea; la mayor desventaja en
este caso, radica en que la matriz del sistema puede estar mal condicionada debido a la diferen-
cia de rigidez y discretizacion del fluido y la estructura. Sumado a ello, el esquema monolitico
puede ser matemdaticamente inmanejable o su implementacién puede ser una tarea muy laborio-
sa; ademds la formulacién se alteraria significativamente si diferentes modelos de estructura y
fluidos fueran considerados (Garelli, 2011; Hron y Turek, 2006).

Por otra parte, la técnica de solucion que utiliza un esquema particionado propone reutilizar
solvers de CFD y CSD ya existentes, lo cuales se convierten en subprogramas que son llamados
desde un programa madster que gestiona las aplicaciones multidisciplinarias, asi como la trans-
ferencia de informacion en la interfaz de acoplamiento entre los c6digos (como por ejemplo, las
condiciones de borde, las coordenadas, etc.).

Teniendo en cuenta lo anteriormente mencionado, en el resto del trabajo se desarrollard y
analizard numéricamente técnicas y conceptos aplicados al método de solucién particionado,
para resolver el problema de la transferencia de informacién entre los c6digos en la interfaz
comun a ambos dominios. Sumado a esto, cuando las variables intervinientes (por ejemplo,
presion, densidad, velocidad, etc.) contienen discontinuidades finitas de tipo salto o altos gra-
dientes en la zona de interaccion entre el fluido y la estructura, los métodos tradicionalmente
utilizados para la transferencia de datos entre mallas no coincidentes, pueden arribar a solu-
ciones que no son capaces de aproximar fielmente dichos saltos, ya que en tales casos generan
oscilaciones (over/undershoots) espurias en las cercanias de las discontinuidades, como se pue-
de observar en el caso de ejemplo presentado en la fig. (1).

La presencia de estos over/undershoots indica que nuevos maximos y minimos que no es-
taban presentes en la solucion original se encuentran en la solucién proyectada. A causa de
ello, los estados que solamente tienen sentido fisico cuando sus valores son positivos (como por
ejemplo la presion o la densidad), dejan de tenerlo cuando se vuelven negativos, produciendo
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Ejemplo de ausencia de monotonicidad y positividad en la proyeccion

‘ ‘ —Proyeccién
Exacta

1 = -

0.8 [~ 7

04 7

Presiéon

N\

| |
0.05 0.1

I
-0.05 0
X

Figura 1: Presencia de over/undershoots en el estado proyectado.

una interrupcion en la simulacién. Por esta razén, en la metodologia propuesta en el presente
trabajo, utilizaremos técnicas de proyeccién de soluciones tradicionales en FSI junto con un mé-
todo de correccion de las mismas, denominado Flux-Corrected Transport (FCT), para asegurar
la positividad (ausencia de valores negativos espurios) y la monotonicidad (es decir, asegurar la
ausencia de over/undershoots en la solucién proyectada).

Finalmente, todos los analisis se realizaran sobre dominios 2D, involucrando interfaces 1D.
En la figura 1 puede observarse una proyeccion realizada de la presiéon entre mallas no coinci-
dentes, presentando los problemas de ausencia de monotonicidad y positividad simultdneamen-
te.

2. HISTORIA Y GESTACION DE FCT

Durante la década de 1960 diversos investigadores se centraron en la mejora de los modelos
numéricos existentes, para aproximar de manera confiable las soluciones a las ecuaciones que
modelan el comportamiento de un fluido, denominadas ecuaciones de Navier-Stokes. Algunas
de tales ecuaciones son (consultar (Hirsch, 2007, cap. 1) para una deduccién detallada de las
mismas):

1. Ecuacion de conservacion de la masa: Sea p(x,t) la densidad de masa de un fluido de-
finida dentro del volumen 2(¢). Esta ecuacion establece que la tasa de cambio total de
la masa contenida en 2(¢) debe ser siempre nula (ver figura 2). Matematicamente esto
significa que la derivada material de la cantidad total de masa debe ser nula para todo
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instante de tiempo t¢:

D / Dp
— p(x,t)dS2 :/ — 4 pV - vdf)
— [ Py (pwan &

=0

donde v(x, t) es la velocidad del fluido en un punto « de €2 y en un instante ¢. La ecuacion
(1) debe ser nula para cualquier volumen () arbitrario y por lo tanto es igualmente
valido expresarla de la siguiente manera:

ap B
a‘l—V'(p’U)—O (2)

Esta ecuacion modela el comportamiento de los fluidos compresibles e incompresibles.
Sin embargo, en el dltimo caso p es constante dentro del volumen (2 y la ecuacion (2) se
ve reducida a la siguiente expresion:

V-v=0 3)

Masa total = [, p(x,t)dQ

d(masa) = p(x,t)d2

\@

v

Volumen (2

Figura 2: Volumen definido por €2 con densidad de masa p, bajo el efecto de una fuerza externa

f.

2. Ecuacion de conservacion del momento o la cantidad de movimiento: Esta ecuacion esta-
blece que dentro del volumen de fluido €2 debe conservarse la cantidad total de movimien-
to. La ecuacidn diferencial parcial que modela este hecho para un medio incompresible
es:

d(pv)

o+ (pv) - (Vo) = uVPo 4 pf = Vp (4)

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXV, pags. 1541-1559 (2017) 1545

donde p(x,t) es la presion, i es el coeficiente de viscosidad y f es una fuerza externa
que se aplica al volumen 2. Cuando el coeficiente de viscosidad y es nulo, el modelo se
convierte en la ecuacién de movimiento de Euler.

De la ecuacién (2) se puede obtener la ecuacion de adveccidn pura, es decir la ecuacion
de sélo transporte donde una determinada densidad de masa es transportada por el efecto de
un campo de velocidad v. Cuando estamos trabajando s6lo en una dimension y con velocidad
constante, la ecuacion de transporte presenta la siguiente forma

dp ap
el &)
ot Ox

En la ecuacién (5) hay que tener en cuenta que la presencia de derivadas convectivas, junto
con velocidades no constantes, es lo que hace a estas ecuaciones dificil de resolver numéri-
camente en mds de 2 dimensiones (Kuzmin et al., 2012, cap. 1). El hecho de considerar a la
velocidad como una constante disminuye la complejidad a la hora de resolver tal ecuacién en
una dimension.

Diversos esquemas numéricos tales como diferencias finitas, elementos finitos, caracteris-
ticas, cuasiparticulas y métodos espectrales (Kuzmin et al., 2012, p. 2) han surgido desde ha-
ce unos 30 afios aproximadamente para poder resolver de la manera mas fehaciente posible
las ecuaciones anteriormente mencionadas. La formulacién mas intuitiva para encontrar una
aproximacion por diferencias finitas a una ecuacién diferencial, en una malla con espaciado
uniforme, consiste en expandir las derivadas en series de Taylor, con todas las variantes que
ello implica (centradas, hacia adelante, hacia atrds). Esta forma de aproximacion tiene algunas
fortalezas, entre lo que se puede mencionar: sencillez, facil asociacion con las ecuaciones di-
ferenciales, precision en problemas con perfiles que varian muy poco (es decir, aquellos que
no poseen discontinuidades), facilidad de andlisis de amplitud y error de fase mediante la téc-
nica de Von-Neumann!, entre otras. De todos modos, es importante destacar que tiene algunas
desventajas considerables, como ser:

= Funciona solo cuando el concepto de “orden” tiene sentido, es decir, cuando la escala de
variacion es muy grande comparado con el espaciado de la malla, de tal forma que el
truncamiento de los términos de alto orden de la aproximacién de Taylor sea justificada.

5t

Esto puede verse reflejado matematicamente en el nimero de Courant € = v ;.

= Si el esquema en diferencias es de alto orden, la solucién aproximada oscila frente a dis-
continuidades de tipo salto. Este hecho es conocido como efecto de Gibbs en el intervalo
discreto (o fenémeno de Gibbs cuando se trata de la transformada de Fourier), que con-
tribuye a aumentar el error de aproximacion en las vecindades de discontinuidades con
altos gradientes.

= Si el esquema en diferencias es de bajo orden, la solucién aproximada introduce mayor
viscosidad numérica* en comparacion a la que se introduce en los esquemas numéricos de
alto orden, lo que se traduce en curvas aproximantes suaves en puntos donde precisamente
se requiere respetar las altas variaciones (sharpness).

'Técnica desarrolla por John Von-Neumann en la primera mitad del siglo XX, para estudiar la estabilidad de
los métodos numéricos basados en diferencias finitas utilizando la transformada de Fourier (Hirsch, 2007, cap. 7).

2El término de viscosidad numérica fue utilizado e impuesto por John Von-Neumann para referirse a una
cantidad numérica artificial, generada por el error de truncamiento propio de los métodos de diferencias finitas
(Hirsch, 2007, p. 293).
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Una gran cantidad de esquemas numéricos surgieron a partir de esta técnica, tales como
Leapfrog, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, entre otros; cada uno con una forma de aproximar
las derivadas de manera diferente. Sin embargo, el punto clave radica en que la aproximacion
por series de Taylor falla porque no asegura positividad, una propiedad a veces denominada
monotonicidad (Kuzmin et al., 2012, cap. 1). Este hecho junto con la introduccién de difu-
sién numérica motivaron a la gestacion de FCT. A continuacidn se explicaran los fundamentos
basicos de la misma.

3. FUNDAMENTOS DE FCT Y FORMULACION MATEMATICA

Un algoritmo FCT consiste bdsicamente en tres componentes bien diferenciados:

1. Un algoritmo que se comporta como un esquema numérico de alto orden cuando los flujos
numéricos son suaves.

2. Un algoritmo que se comporta como un esquema numérico de bajo orden cuando los
flujos son carentes de suavidad.

3. Un limitador de flujo el cual calcula los pesos asignados a los flujos de alto y bajo orden
en varias regiones del campo de flujo.

Estos componentes son las bases para el disefio de un algoritmo de este tipo. Si bien el mé-
todo naci6 para resolver las ecuaciones de la fluidodindmica, su primer formulacién surgi6 para
resolver la ecuacion de transporte (5) que se materializo en el algoritmo denominado SHASTA
a mediados de 1971. El algoritmo tiene como principal objetivo obtener soluciones no solo mo-
nétonas sino también carentes de oscilaciones, combinando conjuntamente las ventajas de los
esquemas numéricos de bajo y alto orden. Una caracteristica importante de este algoritmo es
que trabaja sobre soluciones dependientes del tiempo, por lo que para obtener la solucién del
instante (n + 1) se utiliza la solucién obtenida previamente en el instante n.

En este punto no debe perderse de vista que el principal objetivo es aplicar FCT al problema
de proyectar una solucién de una malla a la otra; lo cual implica que la variable temporal no sera
utilizada como en la concepcién original de FCT, sino que la solucién de la malla desconocida
se obtendrd a partir de la malla conocida. Asimismo, dado que FCT necesita soluciones de alto
y bajo orden, a continuacién se explicard como se calcularan estas soluciones.

3.1. Calculo de la solucion de alto orden: proyeccion conservativa

Consideremos los dominios discretos I14 y IIz, cuyas interfaces estan conformadas por las
mallas I'4 con n4 nodos, y I'g con ng nodos, con I'y # I'g (ver fig. 3). Cuando se conocen
los estados u” en los nodos de la malla A y se desconocen en la B, estos s6lo aproximan
puntualmente el valor verdadero de w; sin embargo, desde el enfoque FEM es posible aproximar
el valor de u en un determinado punto x de la interfaz mediante la funcién que se define de la
siguiente manera

u(z) = N (z)uf (6)
=1

donde o € {A, B} y N{ son las funciones de forma de cada contorno discreto I',,.
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N\ I

Figura 3: Ejemplo de interfaz continua y discreta.

Cuando los contornos no son coincidentes, no es posible asegurar que exista igualdad entre
u?(z) y u?(z) cuando € T4 o x € I'p. Sin embargo, en el caso continuo lo que realmen-
te sucede es lo opuesto, es decir sobre todo el contorno I' la siguiente igualdad es satisfecha
exactamente
By Alx) Vel (7)

Pero es posible utilizar un camino igualmente vélido tanto para el caso continuo como para el
caso discreto, debilitando la igualdad (7) mediante el Método de Residuos Ponderados (MRP).
En este sentido, si en una malla se desconocen los estados, éstos pueden ser aproximados resol-
viendo el sistema de ecuaciones que genera MRP. Asi, multiplicando cada lado de la ecuacion
(7) por un conjunto de funciones peso IV; e integrando a cada lado se obtiene la ecuacion (8).

u’(x) =u

/F Wi ()P (2)dl = / Wi () (z)dT ®)

Con ello se logra una igualdad integral o ponderada, perdiendo precision puntual entre los es-
tados. Luego, si se aplica la ecuacion discreta (6) junto con la formulacion de Galerkin haciendo
W; = N, y se reacomodan los términos, se obtiene

; { /F NP ()N} (wﬁﬂ uj = ; [ /F Nf(az)N?(w)dF} uj )

esto puede escribirse en forma matricial como se observa a continuacién

OBBUB = CBAUA (10)

de esta manera, sélo queda por resolver el sistema para poder obtener u”.

Analizando la formulacién de esta técnica, se espera que la solucién proyectada no respete
algunas propiedades como suavidad y/o preservacion de la positividad. De esta manera, como
la formulacién matematica del método prioriza la conservacion de las cantidades fisicas en la
interfaz (lo cual puede verse en la ec. (8)), grandes oscilaciones estardn presentes en la solucién
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obtenida por la aproximacion conservativa (De Boer, 2008, p. 25). Por tal motivo es posible
encontrar similitudes entre este tipo de proyeccion y los esquemas basados en diferencias fini-
tas de alto orden utilizados en las técnicas CFD, donde a mayor orden de aproximacion a las
derivadas parciales, mayor serd la cantidad de oscilaciones presentes en la solucion final. Por
lo tanto, de aqui en adelante, se hard referencia al método de proyeccién conservativa como un
método de alto orden.

3.2. Acoplamiento y correccion de soluciones en FCT

Una vez definida la metodologia para obtener la solucién de alto orden, es posible aplicar
la estrategia de correccion de soluciones FCT al problema de la proyeccion de estados. En este
sentido, (Dmitri et al., 2010) propusieron una formulacién de FCT para problemas de acopla-
miento la cual restringe la diferencia entre la solucién de alto orden U (obtenida en este caso
mediante la proyeccion conservativa) y otra de bajo orden U}. Debido a la naturaleza de ambas
soluciones, la diferencia entre los valores nodales U y U} debe descomponerse en la sumatoria
de flujos numéricos ponderados (Dmitri et al., 2010, p. 8765):

mUl = mUP + ) Fy, Fy=—F (1D
J#i
junto con la definicién de la matriz F;;, dada por (Dmitri et al., 2010, p. 8775):

Fy = my(U} — U}) (12)

en esquemas de diferencias finitas o volimenes finitos, los coeficientes m; son definidos como el
volumen/area de la i-ésima celda. En FEM, m; es la i-ésima entrada en la diagonal de la matriz
lumped, que se forma a partir de la expresién m; = > ;Mij, donde m;; es la matriz de masa
obtenida al calcular las contribuciones elementales del contorno. Asimismo, la matriz lumped
puede utilizarse como un método de proyeccién de soluciones de bajo orden para obtener UYL,
debido a sus caracteristicas difusivas que tienden a suavizar a la solucién.

Si se analiza la ecuacién (11) con detenimiento, recordando las caracteristicas principales
del método de proyeccidon conservativa, puede arribarse a la conclusion de que la matriz de
flujo F;; toma valores distintos de cero en zonas de discontinuidades de tipo salto o de altos
gradientes ya que en tales regiones U y UL son significativamente diferentes; mientras que en
zonas donde la solucién a proyectar es suave, ambas soluciones se comportan de manera muy
similar y los valores de Fj; tienden a cero. Es decir, por la definicion de Fj; dada en la ecuacion
(12), se puede asegurar que ésta matriz mide el flujo del nodo j hacia el nodo i, preservando
una naturaleza antidifusiva (hecho que se destaca en la figura 4). En éste mismo sentido, si se
incluye tal definicion en la ecuacién (11) y se divide todo por m; se observa lo siguiente:

UL+—§: —-Uh
Frrdl

= UL + Z Uh donde Z ETZZ%/%

J#z

(13)

Asi, de la ecuacion (13) se puede ver que U* se compone de una solucién de bajo orden, mds
la suma ponderada de los flujos de alto orden contenidos en la matriz F;;. En adicién, dado que
F;; = —IY;, todos los flujos se cancelan simultdneamente al ser sumados. Esto fisicamente se
traduce en que las soluciones U" y U* conservan la masa total:
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Uh_uL

U solucién analitica
.................. Ul- proyeccién por matriz Lumped (bajo orden)

————— Uh proyeccion conservativa (alto orden)

X

Figura 4: Naturaleza de mi > ;i Fij en base a las proyecciones de alto y bajo orden.

1

S Ul =S Ut (14)

Mas aun, es posible modificar ligeramente la ecuacién (11) para ajustar la magnitud de cada
flujo sin cambiar el balance de masas. La manera mas sencilla de asegurar la monotonicidad
es multiplicar todos los componentes de F;; por un factor de correccion ;. El resultado, por
supuesto, es una interpolacion no lineal entre las aproximaciones de alto y bajo orden:

miUifCt = mZUZL + Z OéijEja iji = aij (15)
J#i

La definicion de «;; € [0, 1] garantiza no solo la conservacién de variables sino también
que la cantidad fisica proyectada se mantenga acotada entre el mdximo y minimo local de la
solucién no oscilatoria de bajo orden. Esta expresion es el corazén del método FCT aplicado a
la proyeccion de soluciones, dado que vincula los 3 componentes principales que en conjunto
forman un algoritmo FCT tal como se explico al inicio de la seccion. En la siguiente seccidn se

desarrollard la naturaleza de la matriz de correccion o;.

3.3. Matriz de correccion o;;

Esta matriz juega un rol preponderante en FCT aplicado a la proyeccion de soluciones en
mallas no coincidentes, dado que establece en qué “cantidades” combinar las soluciones de alto
y bajo orden en determinados puntos de la malla destino. Para arribar a la definicién de cada
elemento de la matriz de correccidn es necesario, en primer lugar, definir cudles son los valores
maximos y minimos locales permitidos para cada nodo. Para poder obtener tales valores se
utiliza la solucién de bajo orden U y luego, por cada nodo, se lleva a cabo la siguiente bisqueda
(Lohner, Rainald, 2008, p.177-178):

max
cmmz{ﬁﬁ}d&pwimo (16)

Una vez aproximados los minimos y médximos para cada nodo de la malla, se realiza el

siguiente proceso (Dmitri et al., 2010, p. 8779):
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1. Utilizando los incrementos numéricos de la matriz de flujos F', se calculan todas las con-
tribuciones positivas y negativas sobre cada nodo de la siguiente manera.

Pi+ = Z méx{(), Fij}, Pi_ - Z min{O, E]} (17)
i#] i#]

2. Con los minimos y médximos locales obtenidos mediante la ecuacién (16), calcular las
diferencias que existen entre la solucién de bajo orden y tales extremos locales.

QF = U —Ul, Q= Ut Ul (18)
3. Calcular las tasas entre las contribuciones positivas y negativas sobre el nodo <.

, QFf —
R _ mln{l,miﬁ} si P~ <0< P

)

(19)

0 en otro caso.

4. Finalmente, con los parametros P,Q, Ry U min_ obtenidos para cada nodo es posible
calcular «;; como sigue.

Rj, SZF”ZO

Oéz'j = ml/Il{RZ'j, Rji}, R,‘j - R_ < F < 0
() 1]

(20)

Cuando el estado almacenado en cada nodo es un vector o tensor, se puede optar calcular una
matriz oy;; para cada variable. Por ejemplo, si se calculan presion (p), densidad (d), velocidad en
la direccion x (v,) y velocidad en la direccién y (v, ), entonces tendremos el siguiente conjunto
de matrices de correccién de flujos:

d z U
Qi = {Oéfj’ aij? Oé;)j ’ Oéijy (21)

Finalmente, utilizando la expresion de «;; se corrigen los flujos /'y aplicdndolos sobre la
solucién de bajo orden U! (a partir de la ecuacién (15)) se obtiene la solucién U fet la cudl es
mondtona y conservativa.

4. VALIDACIONES NUMERICAS

De esta forma, se analizard un caso de prueba en el que no hay funciones que definan la so-
lucién a proyectar, sino que ésta ha sido obtenida mediante mediciones simulaciones numéricas
generas por el método FEM. Se trata de una simulacién donde la superficie de interaccion esta
conformada por la tobera de un cohete en contacto con el flujo de aire que se produce en el mo-
mento del despegue, donde se desean transferir: presion, densidad y campo de velocidad hacia
las paredes de la tobera. Por dltimo, se modificard ligeramente este caso de prueba, mantenien-
do la interfaz pero transfiriendo como solucién una onda cuadrada que se desplaza axialmente
a lo largo de la tobera.

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXV, pags. 1541-1559 (2017) 1551

4.1. Estudio de las proyecciones en la tobera de un cohete en el inicio del despegue

El presente caso de estudio, analizado en (Garelli et al., 2010), es de particular interés desde
el punto de vista computacional, ya que debe utilizar solvers de fluidos y estructuras preexis-
tentes de manera separada para poder calcular cantidades fisicas de interés (presion, densidad
y velocidades, en este caso) y proyectarlas de una malla hacia la otra. En particular, los pasos
propuestos en (Garelli et al., 2010) para calcular y proyectar los estados en la simulacién son
los siguientes

1. Transferir el movimiento de la pared mojada del s6lido hacia el fluido.

2. Actualizar la posicion del contorno del fluido y la malla del mismo apropiadamente.
3. Avanzar el sistema del fluido calculando un nuevo campo de presiones.

4. Convertir el nuevo campo de presiones del fluido en una carga estructural.

5. Avanzar el sistema del sélido calculando los efectos de la carga del fluido.

Particularmente, en el presente trabajo se estudiard el paso intermedio existente entre el paso
4 yel 5, ya que para ejecutar el solver del sélido es necesario previamente transferir la solucién
desde el contorno del fluido hacia el del sélido. El resto de los pasos no seran analizados.

4.1.1. Geometria del problema

La tobera bajo andlisis tiene una forma geométrica de campana, que es generada rotando una
curva analitica que esta por encima del eje x, dando como resultado una superficie de revolucién
3D que puede observarse en la figura 5.

200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
X [mm]

Figura 5: Linea de contorno y superficie de revolucion.

A partir del modelo tridimensional, se generan dos mallas independientes, una para la dis-
cretizacion del fluido y otra para la estructura. Una malla con 334700 elementos de tetraedros
es generada para el fluido con una interpolacion lineal de las variables. Por otra parte, la ma-
lla de la estructura estd formada por 59600 tridngulos de base prismética como elementos. El
resultado de ambas discretizaciones puede observarse en la figura 6.

Los datos relevantes respecto a la geometria de la misma son:

= Largo total: 1810 (mm).

= Didmetro de la garganta: 304 (mm).
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Figura 6: Discretizacion espacial del dominio.

= Diametro de la salida: 1396 (mm).

» Tasa de drea: e = 21,1.

Por dltimo, es importante destacar que la interfaz sobre la que se calculard la interacciéon
fluido-estructura estard conformada por: la dltima curva de puntos de discretizacion del fluido
contenida en un corte axial sobre el plano zy del modelo 3D; tal curva estd mas alejada del eje
y consiste en una sucesion de segmentos conectados consecutivamente y, por otro lado, la malla
de interfaz de la estructura (que no esta definida) por lo que se generard a partir de la del fluido
de la siguiente manera:

1. A partir de la sucesion de puntos que conforma la malla de interfaz del fluido, se calcula
un spline cuibico que pasa por dichos puntos.

2. Se elige un porcentaje de discretizacion para la estructura. Para este caso en particular, la
estructura contendrd un dado porcentaje P € (0, 1) de la cantidad de nodos que posee la
malla de interfaz del fluido. Matemdticamente esto quiere decir que Ny ~ P - Ny.

3. Se discretiza el eje x en el intervalo 0 < x < 1,810 tomando N, puntos equiespaciados,
almacenando estos puntos en un vector ;.

4. Se evalua el spline ctbico del primer paso en los puntos del vector x,, obteniendo los
valores de la ordenada y,.

5. Por ultimo, a partir de los vectores x; € Y, se construyen las matrices XNODE e ICONE.

De esta manera se garantiza que la malla de la estructura no posea una coincidencia nodal con
su malla vecina y que la forma de campana original de la tobera sea respetada. Dicho esto, es
posible proceder al cdlculo de las proyecciones de las cantidades fisicas. Las mallas de interfaz
fluido-estructura definitivas pueden observarse en la figura 7, donde la del fluido se dibuj6 en
linea sdlida.
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interfaz 2D

T
—H— estructura

0.6 fluido

0.4

Figura 7: Mallas de interfaz fluido-estructura para el test de la tobera.

4.1.2. Analisis numérico de los resultados obtenidos

Con los detalles geométricos del dominio del problema ya conocidos, es posible comenzar
con la descripcion de los resultados obtenidos una vez aplicadas las diferentes técnicas de pro-
yeccion de soluciones. Para estudiar la convergencia de los métodos se han establecido tres
niveles de refinamiento diferentes para la malla de la estructura. De esta manera, la malla de la
estructura se conforma tomando un porcentaje P de la cantidad de nodos del fluido, se tomardn
los siguientes valores de P: {0,05;0,1;0,2}. El principal objetivo de ello es analizar la con-
vergencia del método bajo diferentes escenarios, duplicando la densidad de nodos en la malla
sobre la que se desconocen los estados.

Los estados conocidos, dados por {p, v, p} y las respectivas proyecciones en distintos ins-
tantes de tiempo son los que se observan en las figuras (8, 9 y 10). En tales figuras, la malla de
la estructura se conform¢ utilizando el 10 % de la cantidad de nodos de la malla del fluido.

Como puede observarse en las figuras, las variables a proyectar poseen caracteristicas suaves
en ausencia del frente de onda de choque y altos gradientes en las cercanias de la onda de
choque. La razén por la cual se incluye la proyeccion del campo de velocidad es para analizar
el comportamiento de los métodos ante la presencia de soluciones con grandes variaciones a
lo largo del tiempo; esta aclaracién es realizada porque generalmente, a la hora de proyectar
soluciones en problemas de interaccion fluido-estructura, sélo se desea proyectar el campo de
presiones sobre el contorno de la estructura y luego calcular las cargas (fuerzas) que afectan a
cada nodo de la misma.

Utilizando la ecuacion (22) se calcula el error integral para cada nivel de refinamiento de la
malla de la estructura. En la misma, las vaiables intervinientes son: f () es la funcién aproxi-
mante (es decir, la obtenida con el método de proyeccion), f(x) es la solucion analitica y I" es
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Vx: 5*time step 50 Vx: 5*time step 293
T T T

T T T

Normal proj. ! ! ! ! Normal proj.
Conserv. proj. [ 1.4 - Conserv. proj. [
FCT proj. FCT proj.

— — - CFD solution — — - CFD solution

1.4 -

Vx/Vref
Vx/Vref

(a) Velocidad en x en la iteracion 50 (b) Velocidad en x en la iteracién 293

Figura 8: Curvas de solucién y proyeccion de v, sobre la interfaz de la figura 7.

Vy: 5*time step 50 Vy: 5*time step 248
3.5 T T T 3.5 T T T T

T T T T T
S Normal proj. S Normal proj.
Conserv. proj. Conserv. proj.
—— FCT proj. —— FCT proj.
3 — — - CFDsolution 3 — — - CFDsolution

Vy/Vref
Vy/Vref

(a) Velocidad en y en la iteracién 50 (b) Velocidad en y en la iteracion 248

Figura 9: Curvas de solucion y proyeccion de v, sobre la interfaz de la figura 7.

la malla de la frontera sobre la cual se encuentran definidas f y f.

EI=| /F f(@)dr - /F f(a)dr| (22)

Puede observarse que los resultados expuestos en la imagen 11 muestran una mejora del
error integral cuando se duplica la densidad de nodos sobre la malla de la estructura. De hecho,
la tendencia general es que, al aumentar la cantidad de nodos en la interfaz de la estructura, los
errores presentan una menor variabilidad al rededor de una magnitud de error cada vez menor.
Por lo tanto, el ajuste de las curvas de proyeccion tiende a ser mds preciso.

En este mismo contexto, también es posible destacar que la proyecciéon FCT posee caracte-
risticas de conservacion similares al método conservativo, pero con dos ventajas adicionales: la
proyeccion FCT no presenta oscilaciones espurias y, por lo tanto, tampoco crea valores negati-
vos sin significado fisico. Este hecho puede confirmarse en la figura 12.

En la siguiente seccidn se analizard el mismo caso de prueba en lo que concierne a la interfaz,
pero proyectando una solucién numérica analitica como es el caso de una onda cuadrada.
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pressure: 5*time step 50 pressure: 5*time step 317
0.1 — : | | : : — 0.1 : | | : : —
Normal proj. Normal proj.
! Conserv. proj. Conserv. proj.
[ FCT proj. FCT proj.
1 — = - CFD solution — = - CFD solution
0.08 - | B 0.08 4
0.06 B 0.06 [ E
g g
3 3
@ a
o ] 0
2 0.0a - | - £ o004t -
o o
\
\’ 1
0.02 - ! — 0.02 - -
\
¥
o B or E
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
X X
sz . .2 ., . .,
(a) Presion en la iteracion 50 (b) Presion en la iteracion 317

Figura 10: Curvas de solucion y proyeccion de p sobre la interfaz de la figura 7. En este caso,
se ha graficado un acercamiento de la solucién para destacar el salto de presion que viaja sobre
el contorno del dominio del problema.

4.2. Test alternativo: propagando una onda cuadrada

Utilizando la misma geometria para las interfaces del fluido y la estructura, se puede extender
el estudio del comportamiento de las técnicas sobre una onda cuadrada, la cual simula un salto
de presion repentino en el dominio del fluido desplazandose desde el inicio de la tobera hasta la
seccion de escape de la misma.

4.2.1. Caracteristicas de la solucion

Basicamente el test es puramente analitico, ya que se estudiard la proyeccién de una onda
cuadrada que se desplaza sobre las paredes de la tobera. La ecuacién de la onda que se desplaza
estd dada por

5(z) = 1 0<z<A (23)
0 en otro caso.
donde A es el ancho del escalén de la onda cuadrada. Para incluir la traslacion de la misma en
funcion del ndmero de iteracion actual, utilizamos la siguiente ecuacion para la velocidad de la
misma:
L—-A
v it_total 29
donde L es la longitud total de la tobera y it_total representa el nimero maximo de iteraciones
en las que se desea que la onda cuadrada llegue al extremo final de la tobera. Con estas ecuacio-
nes, la onda trasladada en la iteracion it es: §(x — it - v). En particular, para el presente trabajo
los valores de Ay it_total son:

= A =0,35.
m t_total = 2279.

s L =1,7975.
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Error integral en presion
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Figura 11: Curvas de error integral para cada porcentaje de refinamiento P.

» v =06,35-10""%

A continuacion se presentardn los resultados de utilizar cada uno de los métodos de proyec-
cién de soluciones.

4.2.2. Analisis numérico de los resultados obtenidos

Aligual que como se explic6 en la seccion 4.1.2, se estudiara la convergencia de los métodos
de proyeccién para los mismos valores de P, es decir, P: {0,05;0,1;0,2}. En este caso, se
ha proyectado la presién p cuya distribucién se ve representada por la ecuaciéon (23), y se ha
escogido el mismo valor de P para discretizar la estructura, es decir P = 0,1. El resultado
obtenido puede observarse en la figura 13.

Por su parte, a medida que se refina sucesivamente la malla de la estructura con los valores
de P, se obtienen las medidas estadisticas del error integral de la figura 14.

Finalmente puede concluirse que el resultado obtenido es muy similar al test de la seccion
4.1.2, donde la proyeccion FCT posee resultados superiores en términos de conservacion y
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Error integral: promedio

Mean Integral Error
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——— FCT proj. H
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Integral Error's Standard Deviation

1557

Error integral: desvio
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I
0.06

I
0.08 0.1 0.12
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0.14 0.16 0.18

Figura 12: Media y desvio para cada porcentaje de refinamiento P.
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Figura 13: Curvas de proyeccidn y error integral sobre la interfaz de la figura 7.
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Error integral: promedio Error integral: desvio
10t T T T T T ] 107" ¢ T T T T T

Conserv. proj. ] [ Conserv. proj. ]
——— FCT proj. | L ——— FCT proj. |

Mean Integral Error

Integral Error's Standard Deviation

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

(a) Media (b) Desvio

Figura 14: Media y desvio para cada porcentaje de refinamiento P del test escalon.

monotonicidad (como puede verse en las curvas de las soluciones).

5. CONCLUSIONES

El entorno de ejecucion de un sistema de acoplamiento particionado involucra dos o mas
solvers, cada uno ejecutdndose sobre diferentes dominios y resolviendo las ecuaciones que mo-
delan el comportamiento de cada entidad fisica. Generalmente los datos que se transfieren entre
cada dominio deben respetar algunas restricciones, por ejemplo en el caso de la presion se sabe
que ésta no puede ser negativa y, por lo tanto, si errébneamente se transfiere al menos un valor de
presion negativo alguno de los solvers no podrd continuar con su proceso de calculo, frenando
abruptamente la simulacion.

Sin embargo, en muchas ocasiones se requiere que exista una conservacion de las cantidades
proyectadas, lo cual significa que la cantidad total (de presion, densidad, etc.) que se encuentra
en la malla conocida, sea la misma en la malla desconocida luego de calcular los nuevos esta-
dos. En este sentido, el método de proyeccion conservativa mantiene la conservacion global de
las cantidades en todos los casos estudiados; esto puede comprobarse observando las curvas de
la media y varianza para el EI de los tests aplicados sobre la geometria de la tobera (figuras 14
y 12). Adicionalmente, otra caracteristica importante de las soluciones obtenidas con éste mé-
todo es que poseen gradientes (0 saltos) semejantes a los presentes en la solucion original. Sin
embargo, su principal desventaja es que las soluciones presentan oscilaciones que introducen
nuevos maximos y minimos artificiales. Por esta razén, es posible utilizar alternativamente la
técnica de diagonalizacion de la matriz de masa M., condensdndola en la matriz lumped M,
como se explico en la seccién 3; una caracteristica importante de esta transformacién de M. es
que arroja soluciones que, si bien siguen siendo conservativas, poseen menos oscilaciones.

Las soluciones que se obtienen mediante la proyeccién matriz diagonal M, pueden ser ca-
talogadas como soluciones de bajo orden, como se menciond en la seccion 3, ya que no poseen
over/undershoots y son suaves. Existe una deficiencia: ante distribuciones con altos gradien-
tes, ninguna llega a representar correctamente los saltos de la solucién proyectada, como si
sucede con la proyeccion conservativa. Para corregir esta problematica se utiliza el método de
correccién de flujos numéricos FCT, explicado en la seccion 3.3.

Una conclusién importante es que mediante el método FCT, las caracteristicas deseables de
los métodos de bajo y alto orden se combinan de tal manera que las soluciones obtenidas son
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conservativas, mondtonas y positivas cuando tal restriccion es necesaria. Ademads de ello, se
pueden inferir las siguientes cuestiones:

1. Cuando el campo de estados conocidos sobre algunas de las interfaces es suave, puede uti-
lizarse el método de proyeccién mediante la matriz lumped como una primer alternativa
para transferir tales estados hacia la malla desconocida.

2. No es recomendable utilizar dnicamente el método de proyeccion conservativa, ya que
podrian obtenerse errores de ejecucion por la creacidn de valores negativos en la proyec-
cion resultante.

REFERENCIAS

De Boer A. Computational fluid-structure interaction. Tesis de Doctorado, Delft University of
Technology, Netherlands, 2008.

Dmitri K., Mathias M., John S., y Mikhail S. Failsafe flux limiting and constrained data pro-
jections for equations of gas dynamics. Journal of Computational Physics, 229:8766—8779,
2010.

Garelli L. Fluid Structure Interaction using an Arbitraty Lagrangian Eulerian Formulation.
Tesis de Doctorado, Universidad Nacional del Litoral, 2011.

Garelli L., Paz R.R., y Storti M. Fluid-structure interaction study of the start-up of a rocket
engine nozzle. Computers and fluids, 39:1208—1218, 2010.

Gatzhammer B. Efficient and Flexible Partitioned Simulation of Fluid-Structure Interactions.
Tesis de Doctorado, Technische Universitiat Miinchen, 2014.

Hirsch C. Numerical Computation of Internal and External Flows, volumen 1. John Wiley and
Sons, 2 edicidn, 2007.

Hron J. y Turek S. A monolithic fem/multigrid solver for an ale formulation of fluid-structure
interaction with applications in biomechanics. Lecture Notes in Computational Science and
Engineering, 53:146-170, 2006.

Kuzmin D., Rainald L., y Stefan T. Flux-Corrected Transport: Principles, Algorithms and
Applications, volumen 1. Springer, 2 edicién, 2012.

Lohner, Rainald. Applied Computational Fluid Dynamics Techiques. John Wiley and Sons, 2
edicion, 2008.

Copyright © 2017 Asociaciéon Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



	INTRODUCCIÓN
	Historia y gestación de FCT
	Fundamentos de FCT y formulación matemática
	Cálculo de la solución de alto orden: proyección conservativa
	Acoplamiento y corrección de soluciones en FCT
	Matriz de corrección 

	Validaciones numéricas
	Estudio de las proyecciones en la tobera de un cohete en el inicio del despegue
	Geometría del problema
	Análisis numérico de los resultados obtenidos

	Test alternativo: propagando una onda cuadrada
	Características de la solución
	Análisis numérico de los resultados obtenidos


	Conclusiones

